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CINSTITUTO DE INGENIEROS DE GHILE

Determinacion y relaciones reciprocas de las lineas de influencia
en las vigas, segdn los métodos de Roberto Land

{Frabajo hecho en la Beccidn Obras Nuevas de los 'F. CC. del B —Chile)

{Continuacion)

Las ordenadas e; y e» representan, por consiguiente, [os Angulos de rota-
cion de las tangentes by y be respecto al eje de referencia.

[a linea de momentos correspondiente a la eiastica (fiz. b), pasara, a la iz-
guierda de C, por los puntos fijos izquierdos ¥ a la derechade C, por los puntos
fijos derechos, pueste que los tramos que se hallan a la izquierda y a la derecha
de C se encuentran descargados.

8i se dibujan las elasticas correspondientes a las superficies de momentos
situadas a la izquierda y a la derecha de C [eomo poligonos funiculares de ciertas
faerzas o, con una distancia polar cualquiera; pero ignal para ambas elasticas] se
obtendra la forma general de la elistica como en la figura ¢). Ademas, los ejes de
referencia respectivos 0y v 0. deben vortar a la elistica a plomo de los apoyos,
va que el drea de momentos fué detcrminada bajo esta condicion,

Esto nos da una excelente comprobacion grafica de la jexactitud del caleulo
v del didujo, por ser agueila particularidad muy sensible alin a los pequefios erro
rea. Girando, ahora, todo el trozo derecho de la elastiea con su eje de referencia
(: ¥ su tangente hg, alrededor de C, hasta que (s coincida con la prolongs
cidn de 0y v sin modificar las ordenadag de la elastica, inmediatamente se obten-
dra, entre las tangentes by ¥ b’y como ya se haexplicado, la representacion gra-
fica de la unidad de medida para las ordenadas de la elastica (o linea de
influencia) e = P = it = 1w,

Si se guiere evitar la rotacion, refiriende las lineas de influencia sencilla-
mente a los ejes 01 y Du, la unidad de medida sera segun lo antedicho, e = et
+ ey Fig. c).

La misma unidad para las ordenadas se obtiene sumando o restando al in-
gulo entre by y bs., medido en la forma ya conocida, el angulo » comprendido
entre 0; v 0:. Ksto se ha hecho en la figura por traslacion paralela de w. (Se

Ingenicroa—7
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sumo w eun la figura; pero cuando ©» queda sobre la prolongacion de Gy habra
que restarlo).

¢) LINEA DE INFUENCIA DE UNA REACCION DE APOYO *

Esta puede considerarse como la elastica de la viga que resulta haciendo
bajar el puntoe C considerado, en una cantidad P = 1, por efecto de una carga
positiva (dirigida hacia abajo) aplicada en C e imaginando suprimido el apo-
yo C.

Se dibuja para esta forma de carga la linea de momentos y después con
cualquaier distancia polar el funicular de las fuerzas w deducidas del area de mo-
mentas, entonces la elastica obtenida representa la linea de influencia buscada.

La unidad de lar ordenadas es la flecha medida a plomo de C y es igual por
consiguiente a P = 1, .

De la dependencia entre la flecha encontrada en C y el drea de momentos,
puede deducirse, iuversamente, el area de momentos que produce un descenso
dado en el punto de apoyo C, estableciendo una sencilla relacion,

Tratandose de la linea de influencia de la reaccion de apoyo en el extremo
izquierdo A dela viga, la tinea de momentos producida por el descenso del punto
de apoyo A, es una linea resta quebrada que parte de A, llega sobre el apoyo
vecino B ¥y en los demas tramos pasa por los puntos fijos derechos I’

Si se trata de la linea de influencia de la reaccién de apoyo para un apoyo
intermedio habri que determinar primeramente los puntos fijos en el tramo hipo
tético que resulta de suprimir el apoyo intermedio y en seguida con auxilio de
psos puntos fijos ge determinaran los momentos negativos en los apoyos vecinos,
My v Mp y también el momento positivo Mc, siguiendo un procedimiento gi 4.
fico como el de Mohr o el de Steiner,

Los puntos fijos de los demaés tramos quedan invariables.

* T.a determinacién de esta llnen de influencia se ha agregado aqui por su sencilla
relacidn con las consideraciones anteriores. Con ella completamos todas las lineas de influen-
cia necesarias para el cdleulo de una viga continna cualquiera.
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OBSERVACION

Para la resolucién de los problemas anteriores es preciso determinar las
elasticas de una misma viga correspondientes a varias adreas de momentos.

Si se trata de vigas de alma llena y secciéu variable, es conveniente caleu-
lar primero las fuerzas » correspondientes a loselementos o divisiones adoptadas
para ei area de momentos que resslta de tomar un mwomento M = 1 constante en
toda la viga.

Después, en los distintos casos de carga, se multiplicara la ordenada media
del area de monentos correspondiente al elemento considerado. por esa fuerza
auziliar » que se habia caleulado. Cuanto mayor sea el nunero de tramos y de
elasticas que haya que determinar, mayor sera la economia de operaciones arit.
méticas al adoptar este procedimiento,

En vigas enrejadas puede procederse exactamente del mismo modo despre
ciando la variacion de longitud de las barras de celosia (montantes y diagonales)
debida a la deformacion general y considerando tnicamente los momentos en los
nudos de las cabezas.

En otros casos se puede proceder aprovechando las fuerzas o caleuladas
para dibujar las elasticas que dan los puntos fijos (fig. 6), aceptando que sobre el
apoyo intermedio de cada dos tramos vecinos se ha aplicado un momento M=1.

Para una superficie de momentos cualquiera, limitada por una recta, situada
entre dos apoyos consecutives (n - 1) ¥ (v}, ¥y cuyas ordenadas de apoyo son
My—1 ¥ My, se calcularan lasfuerzas » por medio de la relacion:

w= Mg -1 %X wa—1 + My X en

En esta expresion w, —1 v on son las fuerzas parciales que han formado
las resultantes W', _; v W', (véase fig. 6).

Aunque parece superfluo atin haremos notar que todas estas construcciones
graficas pueden acompanarse del calculo numérico, considerando las ordenadas
de las elasticas (funiculares) como momeuntos producidos por las fuerzas o.
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§ V. Lineas de influencia de los momentos de tension
en vigas enrejadas

1) Cabezas

de la cabeza sup. por O l.

Si se designan la tension % , los momentos res

de la cabeza inf. por U 5

M 0
pectivos en los nudos opuestos por { ’ } , los brazos de palanca por { }
S - u .

se calcularin las tensiones en las cabezas por medio de las férmulas conocidas:

j 0.0 = - M, l

l UCa = + M, j

Los valores Q.0 y U.u los llamaremos monientos de tensidn.,

Las lineas de influencia de los momentos de flexion M, v M, pueden pues
ser tratadas igualmente como lineas de influencia de los momentos de temsidn
(= 0.0y (+ Uuj

Designando las cargas por P ¥ las ordenadas de las areas de influencia de
fos momentos de flexion o de tension que estan a plomo de las fuerzas por »° ¥

ge caleularan las tensiones en las caberas por medio de las ecuaciones:

iy

g 1

{\ — Qo =X P.y¢ Dedonde: O = e TPy
4

/ L UM—SPogp » » :U=- o TPy

21 Barras de celosiz

De una manera analoga se puede proceder con las barras de celosia y cal«
cular sas tensiones S por medio de las Areas de influencia para momentos de ten-
sion determinados 8.s. Estos momentos se deducen graficamente de las dreas de
iufluencia de los momentos de flexiéon como se vera mas adelante.

Se hace un corte trasversal a la diagonal (r — 1} (") que sube hacia la de-
recha (fig. 9) y cuya tesion 8 se quiere determinar y se establece la ecuacion de
momentoa respecto del nudo opuesto (r) de la cabeza inferior. Suponemos que
esta cabeza es la que recibe los trasvesaiios.
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Designando por o, 0, 8 las distancias de los puntes {r — 1) ¥ (r) a Oy 5
fig. 9, la ecuacion de momentos toma la siguiente forma:

Ss+00 -+ M =20

De donde:

Pero ademas:

ﬁ} S.S=;L~71 . “——67 — A“r=1i“r*1 .o

giendo by . 1 ¥ b, los segmentos de las verticales comprendidos entre (r — 1), (1)
v la cabeza (.

Esta es la ecuacion para el momento de tensién S.s, en la cual M, —.; y
M, son momentos simultanecs para una carga cualguiera.

Eu el caso de una carga aislada movil estos momentos se determinan por
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medio de las ordenadas de las lineas de influencia de M, *;,_1 vy M; que quedan a
plomo de la fuerza.

Se desprende la férmula anterior que el valor S s para cada nudo, tratando-
se de una carga aislada, se puede determinar graficamente de una manera seneci-

Esto se ha hecho en ef nudo (r 4 1), como lo manifiesta claramente la figu-
ra 9. *
Segun esto la superficie hachurada es el area de influencia del momento de

tension 5.8, En el lugar en que la ordenada de esta &rea es nula se encuentra el

lia por medio de EX -

. . 2 ©
punto limite de S para el cual se tiene la relacion: M, ., — = M, , poreon-
siguicnte:
Bfr -1 O . hr — 1
M, R U T

Esta igualdad se verifica casi siempre dentro del pafio en el cual se encuen
tra la diagonal (S).

Para una diagonal que asciende hacia la izquierda se hacen analogas consi-
deraciones por 1o cual no volveremos a insistir en esto,

Algunas consecuencias
1) Para cabezas paralelas ez h, —; = h; y se tiene simplemente:
Ssg =M, — M
es decir:

La diferencia de las dreas de influencia de My — | y M, determina inmediata.
mente ¢l drea de influencia del momento de tension S.s.

_Se demostré anteriormente que M, — M, —; = V, A, (férmuia 1) en que
V. significa el esfuerzo de corte que obra en el paiio A .
Para cabezas paralelas se deduce pues:

B.s=—V, . A

. . . hy M N
% La linea de influencia de M, — 1 . N es afin con E7_ | respecto al ejo ori-
r—1
gen como eje de afinidad; por eso es que basta la determinacién de un puuto para que las
demds puedan encontrarse por medio de aquella relacién afin, como se muestra en la fig. 9.
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Por medio de esta igualdad se llega pues a la conocida relacion:

Esta expresion no solo sirve para cabezas paralelas horizontales sino que
también para cabezas paralelas inclinadas (como ocurre en arcos enrejados) entre

{r)

Figio

I' 17D
(I‘.-k",—')'——lr ----- j )

lag cuales se encuentra la diagenal. De la deduccién anterior se deriva la eviden-
cia de este aserto.

2) Sean, en una viga de cabezas paralelas /fig. 10); Ss y S's’ los momentos
de tension de.dos diagonales que salen de un nando (') de la cabeza no eargada,
tomados respecto de los nudos opuestos de la cabeza cargada, (r), (r — 1). Hechas
estas designaciones aplicaremos la relacion anterior:

;

S8 =M,y — M, — Ve A y analogamente:

-

r
®
I}

‘\Ii’ — 1\'Ir— 1= — Vr . >\r = - S 8 ES decif.‘

el drea de influencia de (S.5) sirve al mismo tiempo para (5's'); pero con el signo
contrario,

De esto se desprenden las siguientes conclusiones ya conocidas a las que
hemos llegado por distinte camino:

a) S5i una diagonal es tendida, ia otra es, al mismo tiempo, compri'mida.

b) La forma de carga mas desfavorable que da la tensién maxima en una
diagonal es igualmente la forma de carga mas desfavorable que produce el maxi
mo de compresién en la otra diagonal.

¢) Las tengiones S y S’ son entre si como las longitudes de las barras corres
pondientes I y I'; pues bien, de la tltima igualdad se deduce, haciendo abstraccion
del signo:
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§ VL. —Viga enrejada de crucetas sencillas con montantes rigidos
¥ diagonales (contradiagonales) que solo pueden trabajar
a la traccidén.

La figura 11 muestra un pano ! X ; de una viga semejante. Fn lo que aigue
8¢ supone que solamente existe la diagonal {r — 1) (r’) que sube hacia la derecha
v se designa su momento de tension respecto al nudo opuesto (1} de la vabeza car,
gada por S.s.

F}gu )

l.as lorigitudes de los montantes verticalesen (r — 1) v r) =e designan por
he -, v he .
Eutonces segun f) se tiene:

. by
S8 =M 1.

l[ — 1 l\lr .\
hr ] ' ! h; — 1 iir i

Si a es el angulo gque forma la diagonal 8 eon la vertical, se tiene, N =2GeI1
])‘

por consiguiente resulra:

] M
Ssena = .0 —
by
Si se imagiva ahora que en el pano A, sélo existe la diagonal (rj (r — ') v

se designa el momento de tensién respecto al nude opuesto {r — 1) de la cabeza
cargada por 8's, se deduce igualmente, cambiando M, _ ; por M, yhy 1 porh:

oy by . S M,
8 = My -2t N = b, e My
] N I, hy TR b
, , M, 3 i
S'senad = — ( bon M = — 8 gen «
hI‘ o hr
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Ksto significa que si existe una vez una de las diagonales y otra vez la otra,
lus proyecciones horizontales de las tensiones S y 8’ son iguales para la misma
carga; pero tienen distinto signo.

Ademas se deduce:

5 s hr
S's by _;

Es decir: las ordenadas 4 ¥ » de las areas de influencia de {Ss) y (5's')

tienen en todas partes la misma relacion - : = — ::—rT
‘ .

Secun esto, las lineas de influencia dibujadas respecto de una linea recta de
referencia son afines, véase figura 12.

L.a posicion mas desfavorable que da la tension maxima en una diagonal es,
al mismo tiempo, la posicion mis desfavorable gue produce el maximo de com-
presion en la otra.

Se deduce de lo anterior que si existen simuitineamente ambas diagonales;
pero capaces de resistir solamente traceidn (de manera que para las distintas posieio-
nes de la carga cuando una trabaja a la traccidn la otra se afloja) basta dibujar
para ambas diagonales una sola area de influencia.

Esta drea se compondra ttnicamente de las partes positivas de cada una de
lag areas de influencia que en la figura 12 estan hachuradas.

Designemos por l lag eargas que quedan en el interior de las

! sl
a=a~/
—
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Ss
partes positivas de las areas de influencia de { Sy } y las ordenadas co-
8

. . . . n .
rrespondientes de cada drea de influencia por { \ } , haciendo abstrae-
y

cion del signo.
Ahora bien, si la influencia de cada carga aislada sobre el momento de ten-
. . Ss ) IR .
sidn positivo - la representamos por Fpy | se tendra, para un
sistema de cargas cualquiera:

SS“——-E'Prj‘-—EP’q”—“}:Pq——h———EP’U’

r—1

Q:’_v;\‘:s Ty L L Tt hr—lv _ 5 h%"*!

e =ZPy - TPy ——ZPq——-—-—anm“(bS)-————
h;' hl‘

Aquel momento de tensién que aqui resuita positivo es el que actua.
Si se huscan solamente los momentos maximos de tension prodocidos por el
tren en la posicién mas desfavorable, se tiene sencillamenta:

max S s =2XP y
Y

mix 88 =2IP 4

Para vigas de cabezas paralelas se tiene que hy-.1 == h;, por consi
guiente, de las férmulas generales se deduce para cualquier forma de carga:

S8 =3%Py —XP7
88 =3Py —~5SPy=—Ys

Considerando separadamente el peso propio y la carga rodante v habiéndo
se ya dibujado las 4dreas de influencia para las diagonales sucesivas que van diri
gidas en el mismo sentido, se puede determinar ficilmente en qué pafios se neece-
sitan contradiagonales,

Para encontrar las posiciones mas desfavorables respectivas que sirven para
et calculo de las cabezas y montantes de los - pafios en que hay econtradiagonales,
82 debe siempre considerar aquellas diagonales que son tendidas a causa de la
colocacién del tren. Esto se deduce facilmente de las areas de influencia,
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Las investigaciones hechas en I, II, V 3 VI sirven tanto para una viga sen-
cilla como para una viga continua.

B.—VIGAS EN ARCO

§ VIl.— Consideraciones sobre las lineas de influencia correspons
dientes n los momentos fiexionantes en los nudos de la
cabezn recta de un areo,

Las particularidades deducidas en II son aplicables con ciertas limitaciones
a los arcos de cualquier clase ¥ también son aplicables a las lineas de influencia
de los momentos flextonantes en los nudos de la mitad de una cabeza superior
rectilinea. )

8é& consideran ires nudos consscutivos (r — 1), (r) vy (r + 1) de tal ca-
beza g Fig. 13, entre los cuales no obra ninguna carga. Se designa por R la
la resultante de todas las fuerzas que obran a la izquierda de ellos (incluida la
reaccién de apoyo) y se descompone R en el punto I} de interseccién con g
en una fuerza vertical V v en una fuerza dirigida segin g .

ﬂ‘(j V528,

Si 2 es la distancia horizoutal entre D y (r — 1) se tendrin las si-
guientes ecuaciones:

M, =Vz=z ]
( M, — M, = VA 2
M, =V@+ ) > . Por consiguiente:
\ Mesy — M, = ,\rﬂ\
Mio1=V{Z+ X + A s1)]
M, — M,y A

Meo1—- M: A1
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Como esta ecuacion es idéntica a la ecuacion 2) de adelante, rigen también
los teoremas 2. y 4. demostrados en el capitulo 15

a) ARCO DE TRES ROTULAS A, B, C.—Fig. 14

Designemos por f la flecha del arco (haata la rotula del vértice: C), por

e maa s -__...---..--_-.-__..}F._ R PP

SO - ——
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T
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g

he la altura de los montantes extremos ¥ unicamente para abreviar designemos

por 1P la proyectante vertical trazada por el punto F *

* " indica aqul solamente la direccién vertical y no guarda ninguna relacién con r.
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Como es sabido, la linea de influencia EM de M. se compone de tres rec-
tas ar, br, ¢ quese cortan entre si a plomo de los puntos (r} v C. De
estas rectas la del medio, b, corta al eje de referencia o en la vertical
gque paga por Tr.,, puntode interseccion de A (r) con B C. Kl punte 1,
es punto limite, puesto que una carga situada a plomo de él ne produce momento
en (r).

Si se elige la escala de fuerzas igual a la escala de longitudes (es decir, la
representacion grafica de 1t igual a la representacién grafica de 1w) by corta
alarecta 1A enun punto r, para el cual se tiene: A'r, = X, queesla
distancia horizontal entre A y (1] *

Por este medio la linea de M; queda completamente determinada.

St se dibujan las demas lineas de influencia siguiendo este procedimiento y
8l los panos son iguales, de acuerdo con el teorema 4, interceptan segmentos igua
les en las verticales trazadas por los nudos. De aqui se decuce que las lineas b
deben cortarse todas en un punto D, puesto que ellas son las rectas de unién de
puntos que se encuentran en perspectiva en filas verticales.

Si se counsideran los nudos extremos (o) ¥ (m) gue estan sochre r’jA y r|C
ge obtendra I} como punto de interseccion de las rectas b, v by, . La tltima
recta by se obtiene por medio del procedimiento ya explicado: se determinan
mo {punto de interseccién de A (m) con B ) ¥ su proyvececién my sobre o

. 1 . . . .
v 8e hace A’ m, == 5 igual a la mitad de la luz, asi se obtiene by, que es

Mg My .

L. recta b, que pasa por A’ se deduce tomando la ordenada C; O a
plomo de C.
Siobra en (m) una fuerza de 1t el momento respecto a (o) es:

MY = Hwn he

(Hm es el empuje horizontal correspondiente) ¥ para aquella carga se tendra,
como ya se sabe:

H, = -411 . It De aqui se deduce:
R 1. hg
¥ o B.[l'ﬂ o . t
C C n 31 1
* Tn otro caso se tendria:
Xr
A're = —— . 1t Véase 1L a).
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Ademas de la figura se deduce facilmente: si F es el punto de interseccion
de memy con r|C ysetraza A’ F, esta recta, junto con el haz de rectas
A’ (a) interceptan sobre 1’|} nuevamente segmentos iguales X .

Los puntos en que se cortan las rectas a y b, por ser puntos de inter:
seccién de dos haces de proyecciéon A’ {a) y D (b) con un haz que parte del
infinito en el sentido vertical, se hallan sobre una parabola de eje vertical que
tiene las siguientes particularidades: pasa por los puntos A’ ¥ D y corta al
eje de referencia en la vertical bajada desde el punto de interseccién de g con
BC =

) ArCos DE Dos ROTOLAS A, B Fig. 15

En la Fig. 15 se ha dibujado la linea de influencia EH del empuje horizon-
tal H. Sea ¢ la unidad de las ordenadas (es decir, por ej.; émm = [t} En

este caso la linea de influencia de nn momento de fexion E:rf por ejemplo Eg‘

ge deducira de la relacion:

My = M — H.h 0 My ﬁ(% —n)
h h

en que Mo es el momento producido por la carga en una viga correspondiente
egtaticamente determinada (H = 0},

. s . . . e . .
Ahora bien, dibujemos el drea de influencia de C’fl) seglin el capitelo
111 a), como un triangulo (referido al mismo eje de EIl) euyos lados interceptan
Xa 2N .
el seginento -5 It = hf . ¢ en la vertical trazada por A.

T . . M. . . . . .
Il area de influencia de 5 gse obtiens en la diferencia del area de in-

fluencia ya dibujada y la de H a la escala: 1t = {mm 0 se tiene inmediatamen-

. gmm

te el area de infiuencia de M. a la escala; ]'m = T

Para los casos limites en que el nudo estd sobre la vertical de A o B se
tendra 2 = 0, por consiguiente:

* Por la misma razén los vértices de las lineas de influencia de los womentos de una
viga simple se encuentran también sobre una pardbola que estd dibujada en la Fig. 3.
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1 M . ,
KEs decir: las areas de influencia de 1‘110 y hs son iguales al Area

negativa de H que en la Fig. 15a) esta dibujada sobre el eje de reterencia (parte de

signo negativo) y que esti designada por EY = EMN.

e w m M  m

s
|

P2

Ahora bien, segtin el teorema 4 las otras EM interceptan segmentos igua-
les en las verticales trazadas por fos nudos v estos segmentos (t ¥ t') son iguales
el

h

-a aquellos que guedan determinados por las lineas de influencia de
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Ademas estos trazos (como en la Fig. 3) pueden deducirse de la linea de influencia
1 . T . -
ae —- (V A} que estd dibujada en la Fig. 15 b.
De esto se deduce el siguiente procediiniento para determinar todas las de-
mas EM (Fig 15 an *
Se traza EH hacia arriba del eje adoptado y en la vertical de un nudo de
terminado (m: (véase m = 2) se aplica el segmento tm desde EH, m veces
hacia abajo v desde el vértice m encontrado se aplica el segmento t,, m’ =

(8 -— m) veces hacia arriba (siendo la luz igual a s )\).
Asi se obtiene desde el primer hasta el ultimo punto de division los puntos

de interseccion de Ef‘ a E: v de E;‘J , 8 E{;, respectivamente (Véase el
problema 2 del capitulo 1II b).

En la Fig. 16 a) estan dibujadas EN | EX y EN

e la relacion que oxiste entre la Fig. 15 a) v 15 b} se deduce ademas:

Los lados de las EM que se encuentran en un pafio determinado A (Por
derecha }

ei.: Ay ) v aquellos lados pertenecientes a log nudos que guedan a la { ) .
_ izguierda

/.')3 .

de A, 8€ cortan en un punto ’l o } de la vertical que pasa por el apoye
an

[ “derecho

< . ; con otras patabras:

| izquierdo

derecho

todas las partes de las EM que salen del extremo % % del eje de refe-

izquierdo
rencia y que en general llegan hasta los vértices mds bajos r a plomo de (r] son
entre si ajines y el eje de aflvidad correspondiente es lu wvertical del apoyo
" derecho }

\{ izquierdo 1

(Continuara).

M
*  Aqui haremos notar que la manera de representar el drea de isfluencia de 5
1

indicada en la Fig. 15 de arriba (como diferencia del drea triangular variable de g: S
el drea invariable de EH) no deja que desear en cuanto a sencillez. FEn la prédctica s
determina cudl es la solicitacién méxima por medio de un papel mdvil quae tiene dibujado
el sistema de cargas, por cuyo motivo es recomendable referir el drea de influencia 4 una
recta origen como se indica en la Fig. 15 a).

No cabe duda que este procedimiento es mds cémodo, mds claro y sobre todo mas
conveniente, puesto que se logra obtener ordenadas mds grande, en cuanto es posible, en

obsequio & la precisidn,





