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SEGUNDA PARTE

DE LOS SISTEMAS MATERIALES
( Continnacion)

CAPITULO VI

ECUACIONES JENERALES DEL MOVIMIENTO I.CONDICIONES
DEL EQUILIBRIO DE UN SOLIDO INVARIABLE, SOMETIDO O
NO A LIGAZONES.— MOMENTOS DE INERCIA.—REACCILNES
DEL SOLIDO SOBRE LAS LIGAZONES.—PENDULO COMPUESTO.

Cualquiera que sea el estado dindmico de un sdlido invaria-
ble, las fuerzas interiores, andlogas a las acciones molecularcs,
no trabajan; luego la férmula jeneral de Lagrancre se reduce a
la siguiente

I Gmy=%é el

TOMO XCVIT 23
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Esta relacion debe ser satisfecha para todos los cambios de
lugar, compatibles con las ligazones del sélido. Se comprende,
desde luego, que el ndmero de las ecnaciones que determinardn
el movimiento serd tanto mas reducido cuanto mas reducido
sea el niimero de los sistemas de cambios de lugar virtuales
compatibles con las ligazones. )

Asi, por ejemplo, si las ligazones esteriores obligan al sdlido
a tener solo un movimiento de traslacion o un movimiento de
rotacion al rededor de un ejc fijo, un solo sistema de cambios de
lugar virtuales serd, a cada momento, compatible con las liga-
zones i una sola ecuacion bastard para determinar el movimien-
to del sélido; si las ligazones obligan al sélido a jirar al rededor
de un punto fijo 0 a moverse paralelamente a un plano, habrédn
tres sistemas distintos i arbitrarios de cambios de lugar que
serdn compatibles con las ligazones; luego tambien #res scua-
ciones bastaran para determinar el movimiento; finalmente, si
el sélido es libre en el espacio, se podrd elejir arbitrariamente
seis sistemas de cambios de lugar virtuales, compatibles con las
ligazones; luego, seds ecnaciones bastardan para fijar el movi-
miento. '

1.0 El solido tiene un movimiento de trasiacion
A un momento cualquiera ¢ el Gnico sistema de cambios de
lugar virtuales, compatibles con las ligazones, es una trasla-
cion §s.

Designemos con el simbolo 2t la proyeccion de un vector
sobre la direccion de la traslacion § s, tendremos

6 Bmy=E5sZ Pty

T8 GF=8Z P F

Los segundos miembros deben ser iguales cualquiera que
sea ds luego se debe tener

ZPtmy=3PiF



MECANICA RACIONAL 338

Esta ecuacion determina completamente el movimiento del
sélido. El primer miembro puede trasformarse; se tiene, en
efecto, para un punto cualquiera

. dPtmu
Ptom =
luego se puede escribir tambien
M t
(1) Gzl _spiF

dt

En el caso considerado, la velocidad v es, a un mismo mo-
mento, comun a todos los puntos del sélido, luego si M es la
masa total, se tiene simplemente

dv
M—=3 Pt F
dr 2
La condicion necesaria del equilibrio es evidentemente

SPt F=0

2.0 El sélido jira al rededor de un eje fijo

Sea (fig. 15) OZ el eje de rotacion i / un punto del sélido;
el Uinico movimiento virtual, compatible con las ligazones, es, a
cada momento, una rotacion al
rededor de O0Z. Sea dael dn-

- ot Fig. 17
gulo de esta rotacion i F una
fuerza aplicada en un punto M z
del sélido; busquemos el trabajo |
virtual correspondiente de esta | .
fuerza. b

Podemos, para esto, reempla- !
zar la fuerza F por tres compo- !
nentes f, /', f"; elejiremos f” PI 3!
paralelo a 0Z, f/ en la direc-
cion de la perpendicular P,
bajada desde M sobre OXif
pérpendicular a los dos primeros; se tendra entdnces

§ TF=0 Gf+3 Bf +6 Gf"
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.:Sea PM =r; la fuerza / tiene la misma direccion que el cam-
bio de lugar del punto 7, luego

6 G f=jrdu

Por otra parte, los trabajos virtuales de /71 /" son nulos,
luego

N

6 G F=f73a
Busquemos ahora el momento de la fuerza # respecto a 0Z,
se tiene
M F=M; f+M; £+ M, /"
I.os momentos de /' i f* son nulos i el momento de fes j7;
luego tambien

M F=fr

Se cbtiene finalmente la relacion

8 Gl =38a b F

Apliquemos esta formula al sélido, animado de una rotacion
virtual § a al rededor de 0Z, tendremos

e o P |
T8 Gmy=35a X ./Wzmy

36 GF=0aS M F

Los segundos miembros deben ser iguales, cualquiera que
sea da, luego se debe tener

T Mymy=2 M, F

Esta ecuacion determina, ‘por consiguiente, el movimiento
del sélido, al rededor del eje OZ.
" El primer miembro puede trasformarse; en efecto, se tiene,
para un punto cualquiera,

d M mu

Miniy=- o
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Luego, se tiene tambien

dZ M, mo
2 e r Y S MY E
(2) 7 SMLF

Sea 0 el angulo de P con una direccion fija, perpendicular
a 0Z, la velocidad del punto M es

a0

Y=

At

i como esta velocidad es perpendicular a PM,

a
J’[; MY =Inr> -
1244

. a8
La velocidad angular»F es, a caua momento, comun a {o-
ai

dos los puntos del sélido, luego

a0
S Mmu=-S23 mrt

di
La ecuacion (2) da entdnces
426
/ ot gt
3 St =X M F

! coeficiente T anz? se llama momento de inercia del sélido
respecto del eje OZ. '
I.a condicion necesaria para el equilibrio es enténces
S M F=o0

Esta condicion espresa que la suma de los momentos de la
fuerzas esteriores, respecto al eje de rotacion, debe ser nula, o
bien que las fuerzas esteriores deben ser equivalentes a dos
fuerzas cuyas lineas de accion encuentran el eje de rotacion.

3.0 El sélido tiene un pzmz‘ol Jijo

A cada momento, el movimiento mas jeneral del sdlido, com-

patible con las ligazones, es una rotacion arbitraria al rededoer
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de un eje que pasa por el punto fijo; esta rotacion puede ser
considerada como la resultante de tres rotaciones simultdneas,
arbitrarias eindependientes entre si, al rededor de tres ejes rec-
tangulares OX, OV, OZ que pasan por el punto fijo; la férmula
jeneral de Lagrange, aplicada sucesivamente a cada una de es-
tas rotaciones dard, segun (2)

. A ML omv

1 dZ M} mv

4) } -—~-—?z.-§-—~ =3 M YL F
L s 3t o

_d.f_'fg; . =3 ﬁ’/]zt F

Tales son las tres ecuaciones que determinaran el movimiento
del sélido al rededor del punto fijo.

Las condiciones necesarias del eguilibrio serdn por consi-
guiente

S M F=o0
217/[‘; F=o0
SM F=o

Estas condiciones espresan que las fuerzas esteriores deben
ser equivalentes a una fuerza tdnica que pasa por el punto
fijo.

4.2 El solido se mueve paralelamente a un plano

El movimiento mas jeneral, compatible con las ligazones, es
entdnces una traslacion arbitraria paralela al plano 2 i una ro-
tacion al rededor de un eje, perpendicular al plano. Sean 0X,
OY dos ejes rectangulares situados en el plano P 1 07 un eje
perpendicular a este plano.

La traslacion puede reemplazarse por dos traslaciones arbi-
trarias e independientes, paralelas respectivamente a OX i OV
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i las ecuaciones correspondientes, deducidas de la férmula de
Lagrange, serdn

d T P{omu

—_‘*E[‘ - = 2 Px Val
24X FP; mv o
= Py F

La rotacion virtual, al rededor del eje OZ dari en seguida -

AT M _prp
dt :

Cuando se trata del movimiento de una figura plana en su
plano, se consideran, simplemente en este plano, dos ejes rec-.
tangulares OX 1 OY i los momentos respecto al eje 02 se lla-
man entonces momentos vespecto del puzto O.

Las condiciones necesarias del equilibrio de una figura plana,
mévil en su plano, son por consiguiente

> P F=o0
T P F=o0
Zﬂ([’; F=o0

5.0 El solido se mueve libremente en el espacio

El movimiento virtual, mas jeneral, compatible con las liga-
zones puede ser considerado como la resultante de tres trasla-
ciones, paralelas a tres ejes rectangulares i tres rotaciones, al
rededor de los mismos ejes. Cada uno de los movimientos com-
ponentes es arbitrario e independiente de los demas i la apli-
cacion de la férmula de Lagrange dard sess ecuaciones que se
deducen de (1) i (2); son las siguientes

S Dt . o [
.@gt}.’ﬁi=g PLE i?:_%l’fi:EM;F
P e Y Mo
AL _spip TR s
dX Pmv . AT M;mv _ .
L= s pp 2T s MR
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Son precisamente las seis ecuaciones fundamentales estable
cidas en el capitulo L.

Las condiciones necesarias del equilibru son evidentemente

PiF=0

b S M F=o0
I Pl F=o0 S MiF=o0
=P F=o S M F=o

DE LOS MOMBEINTOS DE INERCIA.

El momento deinercia de un sélido, respecto 2 un eje, depen-
de evidentemente de la situacion del eje, respecto del sélido.
S ' Consideremos

Fz‘_g.](;' | (ﬁg; 16} un sé]??io

cualquiera i un sis-
} tema fijo de tres

n I ejes rectangulares;
/ L. sea OF un eje que
‘, s pasa por el orijen
; 01 a, 8, ylos cose-
: nos directores de

XY
- /

) OP; el momento

. de inercia del soli-
. /-/ do respectoa OF
/ depende de la di-

a reccion de OP, es

4 decir de los tres co-

senos ¢, B3, v; trata-
remos de estable-

cer esta relacion.
Sea 4 un punto del sélido, » su distancia AP al eje, m su
masa 7, x, y, z sus coordenadas, se tiene:

—2

—2
r»*=0M—0P=x>+y*+2°~(ax+ By+v3)*
O bien

=t (1—a®) 4y (1=8%)+2° (1—y®)—2Byys
—2vynasxr—2alBays '

b e

b Lo mtE e S
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O todavia

rr=r(B )yt (v ) Rt + 8% ) —2 By ys—2yazx
—2aBzxy

Se puede escribir tambien

a

P2 =a? (4 0)4 B2 (52 +at) b y? (8 4yt =2 By yax
—2yazx—2aBxy
Multipliquemos los dos términos de esta ecuacion por 7 i

sumemos todas las ecuaciones andlogas, relativas a los demas
puntos del sélido, tendremos

(3) T omvi=a® Syt +s0)+ 8% D (2f +27)

+y*Em x4ty —28yTmys—2yulmzr—zalZmzxy

o~ & . . 1y
Sean A, B, { lus nomentos de inercia del sdlido, respecto de
los tres ejes OX, OV, 0Z, se tendrd por definicion

B
C=2m(x? +y?)
Hagamos tambien
D=Zmyz
E=Smzx
F=Smuxy

Estas tres altimas cantidadces se llaman productes de inercia
La ecuacion {35) se trasformard en la siguiente

6) Zmri=Aad*+Bp*+(Cy?—2Dy—2Eya—2Fafi
Esta tltima relacion resuelve el problema; en efecto, cuando

el sélido estd dado i los tres ejes OX, OV, OZ elejidos, las can-
tidades 4, B, C, D, E, F son determinadas; la ecuacion (6) da
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en seguida el valor del momento de inercia en funcion de los
tres cosenos o, 3, v que definen la posicion de un eje cualquiera
que pasa por O.

Eltpsoide de inercia

Tomemos, sobre cada eje OP, una lonjitud

isean X, V, Z las coordenadas del punto A, busquemos el
lugar jeométrico de los puntos /A cuando el eje OF toma tcdas
las direcciones al rededor de O; se tendra

a=X JTmrt, B=Y./Smr?, y=2Z./Zmr

i llevando estos valores en (6) se obtendra

(N 1=AX*+BY?* 4+ (22 -2 DYV Z -2 EZX~-FXY

Esta es la ecuacion de una superficie ‘del segundo grado, re-
ferida a su centro. Como el momento de inercia T m7? no
puede ser nunca nulo, el radio vector 04 de la superficie de
segundo grado no puede ser nunca infinito, luego la superficie
es siempre un elipsoide: es el elepsoide de inercia.

El elipsoide tiene tres cjes principales, estos se llaman ¢ges
principales de inercia.

La condicion para que uno de los ejes de coordenadas sea
eje principal de inercia se deduce inmediatamente de la ecua-
cion misma del elipsoide.

Asi, para que el eje O sea principal de inercia, es necesario
que la ecuacion (7) no cambie cuando ¥V i.Z se cambian en
— ¥V'i —Z, luego es necesario que

O bien

Smzx=0 2 mxy=0
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Asi, la condicion para que OX seaeje principal de inercia es
que los dos preductos de inercia en los cuales figura la letra
serdn nulos. Lo mismo obtendriamos para OY 1 OZ.

Silos tres ejes dé coordenadas son ejes principales de iner-
cia, la ecuacion (9) se deduce a

1=AX*+BY 4+ (7%
Los tres momentos /4, B, C son enténces los momentos prin-

cipales de inercia.
La férmula (6) se reduce entdnces a la siguiente

T omprt=Ha*+ BB* + {y*

PROBLEMA I

Conociendo el momento de inevcia de un soltdo, vespecto de un
gje que pasa por el centro de gravedad, determinar el momento de
inercia vespecto de un eje paralelo.

Fig. 17

el centro de gravedad del sistema, 0’.X’ i
un eje paralelo al primero i sitnado a la
distancia @, 47 un punto cualquiera del
sélido 1 MP =w», M P’ =4 sus distancias
respectivas a los dos ejes. Sean tambien
717" los momentos de inercia respecto
de los ejes OX i 0'.X7, se tienc

Sea (fig. 17) OX un eje que pasa por  yx
i

Sea ahora PH =x la proyeccion de » sobre P/, sc tiene, en
el triangulo M PP’

Luego

Smr'*=3mr*+a*Tm—2a3mzx
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Como, por hipétesis, el centro de gravedad estd situado sobre
0X, se tiene

Smr=0

Sea tambien 3/ la masa total del sistema, tendremos

(8) =7+ Ma*

PROBLEMA 11

Conociendo el elipsotde de inervcia, en el centro de gravedad de un
solido, determinar la fornta del elipsoide de inercia en otyo punto.

Supondremos que, en la figura (14), O es el centro de grave-
dad de un sélido 1 O, OV, OZ los ejes principales en este
punto; se quiere determinar el elipsoide de inercia en (; sean
a, b, ¢ las coordenadas de (; consideremos en este punto, tres
ejes rectangulares O'.X°, O'Y’, O'Z" paralelos a los primeros
isean «' §/, 2 las coordenadas del punto #/, tendremos

F=x—a
y=y=0
=z

Sean 4, B, C los tres momentos principales de inercia en O;
la forma del elipsoide en O’ serd determinada por seis cantida-
des andlogas A/, B/, O, D', £, F'.

Se tiene ahora

dA=Xm (=S y st —20 2 my—2c T mz
+ M (67 +-¢*)

D=3Smysd=Smys—bZms—cZmy+Mbc

-

FEstas dos férmulas se reducen con las convenciones hechas
mas arriba; en cfecto
Em(y*+z7)=4
Smy=o0

Y ons =

Smnyz=o0
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Los valores de B, {7, L7, F' se obtendrdn por permutacion, i
se ticne finalinente

Para que uno de los ejes de coordenadas, (" X7, por ejem-
plo, sea principal de inercia;, es necesario que o sea igual a
cero; esto espresa que el punto O estd en el plano YOZ, este
plano es uno de los planos principales del elipsoide de inercia,
Luego, en fodos los puntos de un plano principal del centro de
gravedad, uno de los eres principales de inercia es perpendicnlar
al plano considerado.

En otros términos; s7 an plano es principal de inereia en ef cen-
tro de gravedad; ¢l mismio plano es principal de inercia en todos
sus demas puntos. -~

Para que los tres ejes O X7, 0’ V7, 0'Z' sean principales de
inercia en (' es necesario que dos de las coordenadas a, b, ¢
sean nulas, el punto O se encuentra entdaces sobre uno de los
ejes principales del punto o. Luego, en fodos los puntos de un
eje principal de tnevcia ded cenivo de gravedad, el elipsorde de iner-
cia tieme sus epes principales paralelos @ los del centro de gra-
vedad.

Cdlenlo de las reacciones que un sélido invariable, movil al

rededor de un eje fijo, ejercita sobre el ¢je de rotacion

Como el movimiento del sélido es determinado por una
sola ecuacion, quedan c¢zuco para determinar las ligazones; se
elejirdn por consiguiente las fuerzas de ligazon de tal manera
que ellas equivalen a cinco incdgnitas. )

Sea (fig. 18) OZ el eje de rotacion; considercmos dos ejes OX,
OY que forman con O.Z un sistema de tres gjes de coordenadas
rectangulares. Para fijar invariablemente la posicion de 0.2 se
ouede colocar: 1.0 en O, una fuerza Z’ que impide el resbala-
miento del sélido en el sentido O.Z; 2.2 en los puntos arbitra-
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rios A"1 A” dos fuerzas X', X" paralelas a OX; 3.2 en dos
puntos tambien arbitrarios &, 57 dos fuerzas V7, ¥” paralelas
a 0Y.

Ninguna de estas fuer-
zas impide la libre dilata-
cion del sdlido; luego las

Fig 18 cinco se podran determi-
H nar sin que intervengan las
fuerzas interiores o accio-

g nes moleculares,
% Las reacciones del s6-
” lido sobre el eje serdn res-

pectivamente iguales i de
sentido contrario a las
B fuerzas de ligazon corres-
/ | v pondientes; las designare-
; 4 mos con las mismas letras

afectadas de un indicio 7.
El procedimiento jene-

ral, para determinar una
fuerza de ligazon es de dar
al sélido un cambio de
lugar virtual que hagatra-
bajar la ligazon buscada i

il
X

que sea compatible con las ligazones restantes; asi, por ejemplo,
para determinar Z’ se dara al sélido una traslacion &z paralela
a 0Z, ésta no hard trabajar las {uerzas de ligazon perpendicu-
lares a 07 pero hard trabajar Z’; se tendrd entonces, segun la
ecuacion jeneral de Lagrange

28 Gmy=238 GF+2Z 6z

En el caso considerado, las aceleraciones de todos los pun-
tos son perpendiculares a 0Z i su proyeccion sobre 0Z es igual
a cero; por otra parte

S8 CF=82 P F

i

J ARk
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Como esta ecuacion debe tener lugar cualquiera que sea §z
se deberd tener

Z =P F

Se podria por el mismo procedimiento determinar separada-
mente cada una de las cuatro otras fuerzas de ligazon; sin em-
bargo, es preferible determinar conjuntamente las que son pa-
ralelas.

Demos al sdlido una traslacion virtual §x paralela a OX esta
traslacion hard trabajar las dos fuerzas X7 { X” i se tendrd

6x ZPImy=8x X P F+(X'+X") éx

Luego .

X+ X'=3 Plmy—S P F

Sean &, 5. {las coordenadas del centro de gravedad i M la
IS/ g
masa total del sélido, se tendra tambien

PE
X+ X”:JW~3—,§— —S PLF
de?

Demos ahora al sélido una rotacion virtual §a al rededor del

eje OY isean &', 2" las distancias 04" 1 OA”, tendremos
SaZM;my=8aZM;F+a X Sat+a’ X" da
Luego
A X +ad" X =2 M, my—3 M; F

Ahora

- d*:
S Mymy=3 mz-&z‘—ﬂf



368 MEMORIAS CIENTIFICAS | LITERARIAS

O bien, si se nuta que el = de cada punto queda constante

/¥ s
3 My my= ARt
7= it
Tuego
d2 Tmxz
al 1Y1+6Z/’ X”*‘-_"F~— s [1_[ F

De la misma manera se obtienen las dos férmulas siguientes
en las cuales & i &” son las distancias OB’ i OB"

¥ Y'LMfii—\‘ PLF

72 vz
_;Z Imyz MF

él )/Yl + éﬂ }’/[ — -

ar '

Caso particular en gue OZ es epe principal de inevcia en el pun-

1o O 1 en que las fuerzas esterviores son equivalentes a una resiul-
tante tinica situada en el plano XOY.

En este caso, las férmulas obtenidas se simplifican; en efecto,
la suma de las proyecciones de las fuerzas esteriores sobre 0.2
es igual a cero i la suma de los momentos de las mismas fuerzas
respecto a OX i 0¥ son tambien iguales a cero; ademas los
productos de inercia son nulos, luego

Z'=0
2 &
X+ X'=M fi_}___ SPIF
dr*
ad X' +a" X'=0
Ve Vi=M -7—«—5‘ PLF
¥ Y+ Y=o

Se ve que las fuerzas X', X" se componen, a cada momento,
en una fuerza que pasa por el punto O idel mismo modo
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17 e V’; luego basta fijar el punto O para que el sélido siga
jirando indefinidamente al rededor de 0Z.

Por esta razon se llaman tambien los ejes principales de iner-
cia ejes permanentes de rotacion.

Si se fijan dos puntos de 07 simétricos respecto del punto O,
las fuerzas de ligazon que obran en estos dos puntos son igua-
les i paralelas i sus componentes segun OX i OY son

(9)

T ——

i, si el centro de gravedad se encuentra sobre el eje de rota-
cion, como en el caso de los volantes, se tiene simplemente

En este caso las fuerzas de ligazon no dependen del movi-
miento de rotacion del sélido sino de las fuerzas esteriores que,
por hipdtesis, obran en el plano de simetria.

Condicion para que un solido invariable, abandonado a si mismo
en el espacio, jive al yededor de un eye fijo

La condicion necesaria i suficiente es que las fuerzas de liga-
zon que obligan el eje a conservar una direccion invariable,
sean todas nulas.

Como, por hipdtesis, las fuerzas esteriores son nulas, la velo-
cidad angular de rotacion es constante. La fuerza de ligazon 27
es igual a cero; para que las demas sean tambien nulas es nece-
sario que se tenga

d* 5
= ﬂ[ ——==0
det

d* Smzxz  JPSuiypz

adr* i
TOMO XCVIL 24
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Sea o la velocidad angular constante de la rotacion; la ace-
leracion de un punto cualquiera del sélido se reduce a la acele-
racion centipetra; sean x, 7, 2 las coordenadas del punto consi-
derado; las proyecciones de su aceleracion serdn —w® x sobre
OX,—w?y sobre OV i cerosobre 0Z, luego las condiciones

obtenidas mas arriba pueden escribirse tambien

— M w? fz — Mew? =0

—wtEmrs=—w*Zmyz=0

Siw no es nulo es necesario que £1 5 sean nulos, luego el
centro de gravedad debe e&star sobre el eje de rotacion; en se-
guida los dos productos de inercia deben ser nulos, luego el eje
de rotacion debe ser principal de inercia.

Tales son las condiciones buscadas.

DEL PENDULO COMPUESTO

E] péndulo compuesto es un sdlido invariable, sometido a la
accion de la pesantez 1 mévil al rededor de un eje horizontal 0.X,
El movimiento del pén-

F14.49 dulo serd determinado por

i ¥ la férmula (6). Elejiremos

el orfjen de tal manera que

el centro de gravedad G

\ (fig. 19) se encuentra en el
N plano XOY; sea O su dis-
tancia OG al eje de rota-
cion i @ el dngulo de OG
con la vertical OY. Si W
es la masa total del soélid,o
las fuerzas esteriores se
componen en una fuerza

=)

Il

-

vertical Mg aplicada cn el punto G, luego

M F=—Mga sen §
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W
-~y
-

La férmula (6) da enténces

428
S et = — en
e WY = i ga sen
dt: >
Hagamos
e = mert
- i}li—[L
Tendremos
AR o
1 =3
—— - + =~ sen 8=0
i/ /

Es la ecuacion del movimiento del péndulo simple, luego el
péndulo compuesto se mueve como un péndulo simple, de lon-
jitud 4 '

Sea / el momento de | merc:a del sélido respecto de un eje pa-
ralelo a OZ i que pase por el centro de gravedad, tendremos

Swmrt =7+ Ma?

Pongamos tambien

/=3 K*

La lonjitud X se llama radio de jiracion; tendremos

Emrt =M (a+ K?)

Luego

/=a+ _j_L_;
a

2

Tomemos, sobre la prolongacion de OG, una lonjitud GC= -

el eje paralelo a OX i que pasa por & se llama ¢je de oscila-
cion.
Los ejes de rotacton 1 de osctlacion sosi reciprocos—Suponga-
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mos, en efecto, que se suspenda el séiido al eje de oscilacion,
la distancia del centro de gravedad al nuevo eje de rotacion serd

i lalonjitud # del péndulo simple equivalente serd, por consi-
guiente
' K2

l/=d +— =-—+a=!
- @ a

Hinimo de la lonjitud del péndulo simple equivalente a un
péndulo compuesto. '

]

Este minimo tiene lugar cuando e+ -—- es minimo, es de-
a

¢ir cuando a=A. En este caso se tiene

l=2a

Reacciones del pendelo sobre sus apoyos

Supondremos que el péndulo sea simétrico respecto del plano
vertical que contiene cl centro de gravedad i que los puntos de
apoyo esten tambien a igual distancia de este plano, a unoi
otro lado. El ejJe OZ es entdnces principal de inercia en el
punto O i las reacciones se deducen de las formulas (9).

Sean X ,, V. los componentes de cada reaccion segun las
lirecciones OX 1 OV se tendrd, segun (Q).

N\

—EPLE )

I

. [ d‘:’g)} « i
A ey, >

Se tiene ahora
E=asen I PlF=0

y=a COs 6 = P}.[ F=231p

S

e e e bzahe il

el

et
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Luego
@ ¢ 279 o\
72 = tacos 6 i sen 9 (7!»)
4%y 29 / do
e = asen 0 »Ef——- —a cus 9 i[ )

Supongamos las oscilaciones de pequefia amplitud; sea 7 el
tiempo de una oscilacion i 8 ¢l valor inicial de 6, tendremos

=100 C(:sj,;,{
TLuego
—{g- = — By 5C1
F—

Despreciaremos 6,°, enténces

d~.'§ P ) s
g T el g ces
a2y

= 0

I, por consiguiente

af
5_4

I
X =5 Ma 6, ,,: 7

Y, =~ Mg

En restimen, si se desprecia 607, las reacciones verticales ¥,
pueden ser consideradas como constantes i su resultante 2 ¥,
es igual al peso del péndulo; miéntras tanto las reacciones ho-
rizontales varian constantemente de intensidad i el periodo de
esta variacion es el tiempo mismo de la oscilacion del péndulo.
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Las dos reacciones horizontales son nulas cuando el centro
de gravedad del péndulo estd en la vertical del eje de sus-
pension i son miximas cuando el péndulo tiene su amplitud
mdxima; la resultante de su accion sobre los apoyos es en-
tdnces

2
R = Vi74 a (I)o‘*:f;

O bien, si se observa que

/

= /~
Nog
R=1la eoé;—

Sea P el peso del péndule, se tendrd tambien

r.p % g
[\ P ! 6‘)

Supongamos que P sea espresado en kildgramos i 6o en gra-
dos, el nimero de gramos contenido en & sera

@
RZ" =17,45 /)K"

c 7 O

- .y @ .
Sea, por ejemplo, £ =10 kildg,, Go=2°4, o = Lose obtierne

sensiblemente
R =500 gramos

CAPITULO VII
MOVIMIENTO‘ DEL SC)LIDO INVARIABLE AL REDEDOR
DE UN PUNTO FIJO

Sea O el punto fijo; OX, OV, OZ tres cjes rectangulares
fijos en el espacio. Respecto a estos tres ejes, el movimiento del
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g dX M MY

1 =SM!F
( ) zﬁ ; Ty
dE M SMF
Jt

Consideremos el orfjen O como un centro de reduccion i sea
G el eje del par resultante de las cantidades de movimiento, £
el eje del par resultante de las fuerzas esteriores; las ecuaciones
(1) espresan, como se sabe, que la cstremmidad del eje G tiene,
a cada momento, una velocidad igual a /2.

Deternrinacion del ef &
-

A un momento cualquiera ¢, el movimiento elemental del
s6lido es una rotacion al rededor de cierto eje O/ (fig. 20); sea
w el eje de esta rotacion
instantdnea 1 p, ¢, # las
proyecciones de o sobre F[(JQ’Q
los tres ejes OX, OV, OZ;
la rotacion » puede reem-
plazarse por tres rotacio-
nes simultineas cuyos ejes
son g, g, 7.

Sea enténces A un pun-
to del solido; #, 7, 2 sus
courdenadas, v su veloci-
dad i v, v, », las pro-
yecciones de v sobre .05/
tres ejes.

Busquemos el valor de v .

La rotacion p, al rededor de OX, da al punto M una veloci-
dad perpendicular a QX i la proyeccion de esta velecidad so-
bre O.X es nula. La rotacion ¢ da, al punto #, la misma velo-




376 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

cidad que al punto 47, proyeccion de #/ sobre Z0.X; sca g el
angulo ZOM, se tiene

. . du .
Pero OM, cos u esigual a z1i T a ¢, luego la rotacion ¢ da

al punto A una velocidad tal que su proyeccion sobre OX es
gz; se ve de la misma manera que la rotacion » da al punto &/
una velocidad tal que su proyeccion sobre (X es igual a —7y;
finalmente o« es igual a gz—#y. Una simple permutacion da,
en seguida, los valores de v, v, ise obtienen las siguientes
férmulas
Uy = gE—rFy
(2) \ Uy = rx—pz

, T, = [77}’ —_ q.r
Se tiene ahora
MEmv=mlv,y—v,)=pin(s* +92)—rmxs—qg mzx
X z Y P q .7

Luego

t
M mv=pSm (s +y—rZmrz—qg Zimxy

Supongamos que los tres ejes fijos coinciden, en el momento
2, con los ejes principales de inercia del sélido i sean 4, B,
los momentos principales, tendremos simplemente

IS Mimo=Ap

I, por analojia

3 M mu=Bg

-t
XM mv=Cr
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En restimen, las proyecciones del eje &, sobre los tres ejes
principales de inercia del sélido son respectivamente iguales a
Ap, By, Cr.

Ecuaciones de Euler

Busquemos las proyecciones, sobre los tres ejes principales de
inercia del sélido, de la velocidad de la estremidad del eje G,
Esta velocidad es la resultante de dos velocidades simultdneas;
en efecto, los ejes principales de inercia del sélido son méviles
en el espacio i la velocidad relativa de la estremidad del eje &
respecto de estos tres ejes moviles tiene por proyecciones

L P B g Cfdr

<1

a1’ ar’ Ve
Ahora, la velocidad de arrastre de la misma estremidad se de-
ducira de los valores de v, »,, v, reemplazando en ellas las
coordenadas x, y, z por dp, By, Lr; luego las tres proyecciones
de la velocidad de arrastre son
(C=B) g7 (A=) 2p,(B=A) py

Las proyecciones de la velocidad absoluta de la estremidad
del eje ¢ sobre los ejes principales de inercia son por consiguiente

q d[’j ~
A= +(C=B)gr

> 47 .y
B et (A=C)rp

ar
—_ ‘B __ Y\
C 77 "%‘1\8 fj/ﬁ(]
Sean £, £, E, las proyecciones, sobre los mismos ejes
principales, del eje £ del par resultante de las fuerzas esterio-
res, tendremos, segun (I).

R/ ) N X
\ A F‘j«—}—(c—b/grzﬁx

) . B Ud-Onp=E,

|

C 7% H(B=A)pg=E,
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Son las ecuaciones de Euler.

La integracion es en jeneral imposible.

Deduciremos de estas ecuaciones una relacion gne nos serd
Util mas adelante; es la siguiente

Ap dp+Br -——+C —- pE +9E, +rk,

H=Ap*+Bg* 4+ Cr*

Podremos escribir

(4) = id[f — 0 E cos (, E)

Es facil de averiguar que /A es la fuerza viva del sistema; en
efecto, de las relaciones (2) se deduce
v=p% (2452 +g7 (g2 +x2) 4+ (AP y ) f2gry s
—2rprx—2pqxy

Luego, si se nota que los ejes de coordenadas son los ejes
principales de inercia,

Smvi=Hpt + Byt + Cre
Es precisamente ¢l valor de /. La ecuacion (4) podia esta-

blecerse directamente; en efecto, el trabajo de las fuerzas este-
riores correspondiente a la rotacion o &7 es

w dt. £ cos{(m, £)

i este trabajo es igual al medio aumento de la fuerza viva es
; 1 ; .
decir a — d/f; es precisamente lo que espresa la ecuacion (4).

Se averigua, con la ecuacion (4) que la fuerza viva queda
constante cuando el eje £ es nulo.
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Relacion seomiétrica eittre las divesciones de los ejes G 7 w
J

La ecuacion del elipsoide de inercia, referido a sus tres ejes
principales es

AX: 4 BY24 (2% =1

i el plano tanjente al elipsoide en uno de sus puntos 47, de
coordenadas =z, y, 2, tiene por ecuacion

Ar Y+ By V(o Z=

Siel punto 4 se cucuentra sobre el ¢je w sus coordenadas
son proporcionales a 2, g, #; luego los coeficientes de .Y, V, Z,
en la ecuacion del plano tanjente, son proporcionales a Ap,
Bg, Cr. '

De ahi se deduce que ¢l plano considerado es perpendicular
al eje G. Asi, el plano tangenie al elipsoide en ¢l punto de encuen-
tro con el eje instantdines de rolacion w, es perpendicular al eje
G del par resultante de las cantidades de moviiiento.

Esta propiedad permite calcular de antemano cudl es el 6r-
den de magnitud del dngulo § de los ejes G i w, cuando se co-
noce la forma del elipsoide de inercia.

Sean, en efecto, p la distancia OM 1 /% la distancia de O al
plano tanjente al elipsoide de inercia en el punto 47 se tiene

. 2
COs$ ¢ =—
P

I las cantidades p {1 /% son determinadas por las relaciones.

/“: -t 'F)’: +3
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De estas férmulas se deduce la siguiente
s o E A NN 2ot (D ANE 42 g
tgto=(C—By y s+ (A=) 2t (B—A)y 2y
Esta tltima, muestra que el dngulo § no puede ser nulo sino
cuando dos de las coordenadas z, 7, z son separadamente nulas,
es decir cuando la direccion comun de los ejes w 1 G se con-
funde con uno de los tres ejes principales de inercia.
Si el elipsoide es de revolucion, al rededor de O.Z por ejemplos
se tiene B=4 i
tj 2 d=(Ad— OV 2% (a* +y*%)
El dngulo § es entdénces nulo cuando el eje » coincide con el
eje de revolucion, o cuando estd situado en el ecuador.
En fin, si el elipsoide se reduce 2 una esfera, el dngulo ¢ es
siempre nulo i los ejes & 1 w siempre en coincidencia.
En el caso jeneral, los mdximos o minimos de § satisfacen a

la relacion
V4 dp—"p dii=0

O bien, st se reemplaza dp 1 &/ por sus valores
(1+ A5 p) v de+ (1 + B2 R p") v dy+(1+ CF A7 p*)zdz=0
Se tiene ademas
Axdx+ By dy+Bzdz=o0
Luego las coordenadas de los puntos en que § es maximo o
minimo satisfacen a las condiciones.

_ﬂf‘(:i'Ag/i:/ji)‘j’/(I'FBz /l"’ /):>_ 3(1+C2}l:p:2
Ax - By - Cz

Los vértices del elipsoide satisfacen, el dngulo § es entdnces
nulo, las otras soluciones posibles son ademas

=0, Y= :i:‘":iﬁ , sen S:xé;—_i“-g‘
. =4

sen ¢=-—=——

2 b C+f

, Y= w—,:eno=~;j_:§
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Estas férmulas, aplicadas, por ejemplo, al caso de la Tierra

muestran que el mdximo del Angulo § ilega a 6 minutos mas o
ménos; en este caso, por consiguiente, el dngulo de los ejes &

i w es siempre menor que 6 minutos.

Rodadura del elipsoide de inercia sobre una superjicie
desarrollable

Sea (fig. 21) M el punto de interseccion del eje w con el elip-
soide de inercia; P el plano tanjente al elipsoide en este punto;
se sabe que este plano es per- )
pendicnlar sobre OG; respec-
to del sistema de los tres ejes
de inercia, las coordenadas v
del punto 3/ son T

Fig 21

p=2l yde L Te
P P p

Como 3 estd sobre el elip-
soide de inercia, se tiene

-

e (r‘]/z"l—{—Bq'l—}—C;ﬂ):i//

O bien f /

[Ch f /
H=1 - i
P° \'/
/
@
p=-——

Ademas, el plano 2 tiene por ecuacion

_'27 (ApX+Bg V+CrZ)=1

Luego su distancia OA =/ es

@

fo== —

pwl/l:p?._x_b’): {7,+(/<




Siel eje £ es nulo, G queda constante en magnitud, direc-
cion 1 sentido i /& queda constante, luego el plano £ queda in-
variable. En este caso, el elipsoide de. inercia queda tanjente a
un plano invariable 1 el eje instantdneo de rotacion pasa siem-
pre por el punto de contacto del clipsoide con el plano, luego
el elipsoide de incicia yueda sobre ef plano P. Esta interpretacion
jeométrica del movimiento es debida a Poinsot. Por esto, se
llama jeneralmente mwvimienio de Poinsot la rodadura de un
elipsoide de centro fijo scbre un plano fjo.

En el caso jeneral, cuando el eje  no es nulo, &/ elipsoide de
inercia rueda sobre una superficie desarrollable.

Busquemos, en efecto, como varia / con el tiempo. De la
ecuacion (3) se deduce

dh v daH N H dG

dr G de T G ar

Hemos encontrado mas arriba (4)

1 dH -
S = E cos (w, &)
Luego
] /B —
: ;’Z;:w ~ H E cos (o, E)=p E cos (0, £}

Por otra parte, sea, en el momento 2, OE=F el e¢je del par
resultante de las fuerzas esteriores { OG =G el eje del par re-
sultante de las cantidades de movimiento; la velocidad del
punto G esigual a £, luego si GG'=FHdz, OG serd la situa-
cion del eje G en el momento 7+ 44 Sea deel dngulo GOG se
tiene, en la figura

a6
Tdr

Gd—e:E sen (£, &)
at

=FE cos (£, &)
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El valor de g,? es por consiguiente

|
i
Cﬁl {1

pcos (w, E)—rlcos (£, <

Sea 4B la traza del plano GOE enel plane 2i ME una
perpendicular bajada desde 4/ sobre 45, tendremos

pcos{w E)=/lcos (£ G)+AB sen (&, &)

Luego

Ak
it

AB. sen (£, Gy=AB. _”;fi
124

ot

Sea tambien B4’ una perpendicular sobre OG’, se tiene

OA'=h+AB. de= h+dh
.

Luego, en el momento ¢+4% el plano perpendicular al eje
OG'i tanjente al elipsoide de inercia pasa por el punto 4’ icorta
el plano £ segun la recta 537 perpendicular al plano GOE.

La sucesion de los planos 2 tiene por envolvente una super-
ficie desarrollable 1 el elipsoide de inercia queda siempre tan-
jente a esa superficie; ademas, el eje instantineo de rotacion
pasa, a cada momento, por el punto de contacto de las dos
superficies, luego, durante el movimiento del sélido, el elipsoide
de tnercia rieda sobre wna superficie desarrollable. Esta super.
ficie se puede ilamar superficie de rodaduva.

Se puede decir tambien: a cada momento, el elipsoide de
inercia rueda sobre un plano £ al mismo tiempo que este plano
rueda sobre el elipsoide, el planc 7 se llama plano tnstantdneo
de rodadura.

La interseccion de dos planos de rodadura infinitamente
proximos pasa siempre por el punto de contacto del elipsoide
de inercia con uno de ellos, es decir por un punto situado a dis-
tancia finita de O, luego estos dos planos no pueden ser para-
lelos sin confundirse rigorosamente.

Segun esto, el plano de rodadura queda invariable si el eje
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G conserva una direccion fija; la superficie de rodadura se re-
duce entdnces a un plano. Es el caso del movimiento de Poin-
sot i el caso tambien en que el eje £ tiene la misma direccion
que G.

Cono de precesion

Se llama como de precesion el lugar jeométrico de los ejes &
en el espacio; cada jeneratriz es normal a unode los planos ins-
tantdneos de rodadura, luego la podar, respecto del punto O,
de la superficie de rodadura es una curva situada sobre el cono
de precesion.

Sea I el dngulo gue hace la tanjente a esta podar con la
jeneratriz correspondiente, se deduce inmediatamente de la

figura z1.
. hde
V=== a5

dh

Como AB es comprendido entre—/% tg 1 + /4 tg 8, el dngulo

V" queda comprendido entre go—4 i 9o+ ¢; cada vez que A5

es igual a cero, el an-

Frg. 22 gulo 7 es igual a 907

z como /% no puede ser

nunca nulo, se ve que,

si se desarrolla el cono

de precesion sobre un

plano, el desarrollo de

la podar de la superficie

de rodadura serd una
especie de sinusoide.

A cada momento el
plano’ tanjente al cono
de precesiones el plano
de losejes G 1 E.

CASO DEL MOVIMIENTO DE POINSOT

Polhodte i kerpolodie

La polhodie es el lugar jeométrico, sobre el elipsoide, de los
puntos de contacto del elipsoide con el plano de rodadura i la
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herpolhodie es el lugar jeométrico de los puntos de contacto en
¢l plano dc rodadura.

La consideracion de los polhodies esplica mul claramente las
condiciones de estabilidad del movimiento de rotacion. Bus-
quemos las proyccciones de una polhodie sobre los tres planos
principales.

Seca

Ax? + By + (e =1

la ecuacion del elipsoide, los puntos de una polhodie satisfardn
a esta ecuacion i a la signiente

% es la distancia constante del centro del clip oide a! plano tan-
jente. Para fijar las ideas, supondremos

A< BLC

La proyeccion de la polhodie sobre el plano YOV tendrd
por ecuacion

1

A(C=A)x*+B(C-B)y* =G =5

. ., . . 1
Es una elipse i ésta tiende hdcia un punto cuando G ——-

h?
tiende hdcia cero; G es entdnces el momento principal mdximo.
Ia proyeccion sobre Y0Z es

BB-A)y+C(C—A) 7= IZL,:—A

Es todavia una elipse i ésta tiende hécia un punto cuando
G — A tiende hdcia cero; A es entdnces el momento principal
winimo.

La proyeccion sobre XOZ es

A(B=A)2*—C(C~B)s*=B— _ﬁL

TOMO XCVII

25
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1

Es una hiperbola i, cuando B— e

tiende hdcia cero, la hi-

pérbola tiende hécia sus asintotas
AB—-A)yx*-C(C—B)s*=0

La polhodie es entdnces la interseccion del elipsoide con dos
planos que pasan por ¢l gz medzo.

En la figura 22 hemos dibujado una serie de polhodies; las
condiciones de estabilidad son enténces evidentes.

La Jherpolhodic es una curva comprendida entre dos circunfe-
rencias a las cuales es alternativamente tanjente; en efecto,
sea 7 la distancia de un punto de la herpolhodie al pié de la
perpendicular bajada desde el centro sobre el plano de roda-
dura, se tiene

ri=at 4yt 42t A

Los maximos i minimos de # satisfacen por consiguiente a
la relacion
xdr+ydy+szdz=0

Se tiene ademas

Axde+ By dy+ Cs dz=
Alr dx+ By dy+ C*zde=0

Tuego, si se elimina dx, dy, dz
(9) xys(B—A)(C-B{4A-C)=0

De ahi se deduce que los maximos o minimos de 7 corres-
ponden a los puntos de contacto situados en los planos princi-
pales del elipsoide. En cada herpolhodie determinada, dos
secciones principales pueden solo estar tanjentes al plano de
rodadura i, cada vez que la misma seccion principal es tanjeate,
el valor de 7 es evidentemente el mismo, luego habri solo, en
cada herpolhodie, un méximo i un minimo de ». Esto demues-
tra precisamente que la herpolhodie queda comprendida entre
dos circunferencias concéntricas.
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‘Si el elipsoide es de revolucion, las dos circunferencias se
confunden una con la otra i con la herpolhodie; la relacion (9)
es, en efecto, satisfecha idénticamente para todos los valores de
x, 7, & por lo demas, es evidente, a priorz, que, en este caso, las
pothodies i herpolhodies son circunferencias,

MOVIMIENTO RELATIVO DEL ELIPSOIDE DE INERCIA RESPECTO
DEL PLANO INSTANTANEC DE RODADURA

El movimiento elemental relativo del elipsoide de inercia,
respecto del plano instantdneo de rotacion es la resultante del
movimiento elemental absoluto (rotacion w d# al rededor del eje
instantineo de ro-
tacion) [ de un Fip. 23
movimiento ele- T
mental igual i de
sentido contrario
a la rotacion de
del plano de roda-
dura; se sabe que
esta rotacion se
efectiia al rededor
de una recta per-
pendicular al pla-
no de los dos ejes
GikE

Sea O el punto

fijo, considere- L

mos (fig. 23) una

esfera, de centro ~ «
O1ide radio unoi \\ﬁ,/;-(1/7a

sean, sobre esta

esfera, X,, V,, Z, las trazas de los ejes principales de inercia;
& 7, ¢ las trazas de los ejes G, w, £. El plano instantdneo de
rodadura sera paralelo al circulo maximo X ¥, de polo g. Su-
pondremos que OX, OV son dos ejes rectangulares ligados al
plano de rodadura. -
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Trazemos los arcos de circulo méximo g2, ge, X', Y, isean,
AeldngulogZ, delosejes G10Z,, B=Xbia=alX, los an-
gulos de los OX i OX, con el plano GOZ; los tres angulos
‘A, B, a definen completamente la posicion del elipsoide de iner-
cia respecto del planc instantdneo de rodadura; buscaremos,

por consiguiente, como varian estos angulos por efecto de las
rotaciones w a7 i —de.

Rotacion o dt

Descompongamos la rotacion o en tres componentes g’, 2, /7
dirijidas segun las direcciones Og, OZ 1 Of (f es la intersec-
cion de los circulos mdximos X Y1 X, ¥V, oel polo de gZ);
la primera componente ¢’ hace variar solo el dngulo 3, la se-
gunda 2’/ el dngulo ¢ i la tercera /7 el dngulo A. Para determi-
nar sus valores, tracemos el circulo méximo /7 i sea ¢ su inter-
seccion con gZ,; la rotacion w se descompondrd primero en dos
componentes /7 i o dirijidas segun Qf 1 O 1 se tiene

/ =wsen s
@ = cos 7z’
En seguida, la rotacion o’ se descompone en otras dos g’ i 7

dirijidas segun Og i Oz, ; luego

g ' w

sen? Z, sen(A—7Z,) senA

En restiimen se tiene

4 . Fs7
S =uwsen iz

., .
j_  COs i seni 5,
sen A
e y
» coszz sen(A—12'z))
g =w
sen A

Los dangulos 77/, #7, pueden espresarse en funcion de A i g;
sean en efecto x,,y,, #, las coordenadas de g respecto del sis-
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tema de los tres ejes principales de inercia i &', ¥/, 2/, las de
1, se tiene

il BNSAS TU L
/4 q I w
Luego
, G

y = G oo
- f w B
S & a2
1 oy
-

Por otra parte se tiene, en la figura

z,=—sen Acosa &' sen a+y', cosa=sen 7

y,= sendAsenu —1' cosa+y, sena=cos ¥ sens 7,

.= cos A 4, =cosiicos?z,
Luego ’

\

H - R
.. sen a COos «
’ sen 7/ = e 21 -
‘ A B
& sen A sen ( ! L
= Sen ¢ cos u —~~~.—)
» : B A,
‘ ., ; G{ z, cosa senq \
©) cosif sen = | — Z10%U i sena
o\ A B
cos? sen Z g
=—sen A | ——— + -
A B
.y . G Z, G cos A
cosifcos 5, = == T2

w C w ¢




390 MEMORIAS CIENTIFICAS 1 LITERARIAS

Finalmente

\
. [ 1.
f=Gsen Nsen a cosa\ B 7 /)
. cos 2 SE"]' a
g *'G( s )
cos? a sen? g )
—Gco%A(z——“A —T)

De las férmulas anteriores se deducen algunas relaciones
utiles.
Se tieng, en primer lugar

Ap
ruego
O bien
( sent A [ 957 @ senfa ) cos®A
7) A B c

Sea tambien A" el dngulo 702, 1 u el dngulo 7 Z | gse tiene

sen A’ sen z=sen 7#
sen A cos u=cons 77 sen 'z,

cos A'=cos 7/’ cos iz,

Luego, segun (6)

\ tg A'senu=(sen acos.a <~;§~—7Ii->tg£\

(8)

. 5% n? g
tg A'cosu=C <£O—}—€L~ + = Bﬁ tg A -
<1 y Lo
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Rotacwon —de

La rotacion —de, se efectia al rededor de una recta del pla-
nG de rodadura i esta rotacion puede reemplazarse por una ro-
tacion igual al rededor de un eje OC, perpendicular al plano
GOE, 1 por una traslacion; esta trasiacion no hace variar los
dngulos, luego no cambiard tampoco los dngulos A, 8, «

La rotacion —de tiene ahora su cje dirijido segun OC]; sean
£’ 5", " sus tres componentes segun las direcciones Og, Oz, Of;
descompondremos primero la rotacion considerada en dos com-
pouentes /7 1 ", dirijidos segun OF1 04

Sea (fig. 23) o el dngulo X% de los planos GOX, GOE se
tendra

, d
Sf= “—Ti;-v cos (B—o)

0 de
b= ——E;sen(,@——o-)

"

En seguida, &” se descompone en las dos rotaciones £” 1 g” i
se tiene

s ¥ de sen(B-g)

© 7 senA . df senA
oo de sen(B-q)
ST A T de g A

Variacion de los dngulos A, B, «

Segun lo que,se ha esplicado mas arriba, se tendrd, durante
el tiempo &

dA=f de+ " de
dB=gdt+g"dt

da=5di+ 3 dr
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Por consiguiente, segun los valores obtenidos mas arriba,

"’ = 3 / ,L_, ! ‘\\~ ._,d,e, —
L = sen _§\<‘ 7 A/:enaCOSa 7 cos (B—a)

48 ﬁ(‘(/ cos*a  sen*a de sen (8-—o)
TUNTA T B )T T A
)N

Mh
&
|
o
[9)
o]
iy
[
)
|
0
Q
w
<
|
[¢]
=
1w
=
o

: de  sen (B—a)
' at sen A

La dltima puede reemplazarse por la siguiente
B 4. { cos? \

‘ (o . A, /costa  sen®q
10 —[ZZ—-’FCOSA—EI?*—G&—-—*C — - 35en ‘A‘. i hFT)J

O bien segun (7)

. a8 Vet
(10 bis) LZLI +cos A2

a0

Caso del movimiento de Poinsot

. de . . .
En este caso G es constante i I igual a cero; se tiene por

consiguiente, segun (9)

dA / 1

E:»_Gsend\.<\3 —?1—> Sen a4 cos a
da . cos®a sen?q
Z T “O“(CE*"T‘” B >

De ahi se deduce

‘ )

— — —— ] sen a cos
cosAdA _\B A4y acos«a
sen A
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La integracion es evidente i se obtiene
/ ' R

1 cos? g sen? ¢
sen?A | —= — ———— — 7 )= const.
(\ C A B >

El primer miembro es precisamente segun (7) el valor de

; luego se averigua que la distancia /£ es constante.

(\l -

Se puede ahora espresar a en funcion de A i/ iel valor de
dA '

—7; St convierte en el siguiente.
124

(11)

c

cos® A _/127

Se Ve'que cos A se espresa, en funcion de ¢, por medio de una
funcion eliptica. ~_

Examinaremos el caso en que / es mui préximo de!l eje prin-
cipal de inercia, dirijido segun OZ; se tiene

1 1] R 1 I
5]
1.0 Si el momento principal C es el mayor o el menor de los
tres, la paréntesis tiene, cualquiera que sea ¢, un valor de
signo constante, comprendido entre LU S L
A C B c’

tiende hdcia cero es necesario que A tienda

2 1 s N
it — T:sen' A [cos* a

lueo 1 42 __[.,
uego s1 2~ —

c
hicia cero; en otros términos sen® A es infinitamente pequefio
del mismo érden que 4° ——7 s asi,en el caso considerado los

ejes OG i1 07, quedan siempre mui préximos uno del otro, el
movimiento de rotacion es esfable.

2.° Si el momento principal C es comprendido entre 41 B,
los paréntesis que multiplica sen? A puede tomar valores tan

pequefios como se quiere para valores convenientes de «, luego
TOMO XCVII 26
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I s . .
/i —— puede tender hdcia cero sin que, por esto, sen A tienda

C

hécia cero.
. . ., 1 .
Examinemos, en particular, el caso en que /% — 7oes igual
a cero. La férmula (11) da entdnces
dA EERVARER
sen A ——=-( sen? .ﬁ\ \ —=
dr ™ 470 \ B~ C

Si el momento £ escomprendido entre 4 i 5 se puede hacer

YR ¢
N\T @)\ BF"T)7 ¢
Entdnces
s __KG
sen A c :
Luego
/ / KGé¢
g —=1g——¢ C

Se ve que dngulo A tiende asintdéticamente héacia ccro o 180°
segun el signo del coeficiente de 2
Se tienc tambien, en este caso,

da
adr
ap _ G
at ~ C

Asf el dngulo a es constante; su valor es, on efecto, deter-
minado por la condicion

A, OBRECHT.
(Continuard)

4’2‘} \7(,..-\ "’ryn‘,\r) %




