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CURSO DE QALCULO INFINITESIMAL

—
( Continuacion)
rd
ox , ox ,
B =la = =¢a
Jn ou
3y . 8y _ . a
. =8
dun cu
2z , 2z ,
~ =V =
du ’ du’ L4

Estas seis ecuaciones definen los seis cosenos i las cantidades
¢ic en funcion de # 1 2. Sin embargo, entre estas diferentes
cantidades, existen ciertas rélaciones necesarias e independien-
tes de la forma de la superficie; pérque las derivadas de co, ¢f3/,
¢y’ respecto de %’ deben ser respectivamente iguales a las deri-
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vadas de ¢'a, '8, ¢y respecto de u. Se tiene, por consiguiente,

para todas las superficies,

dd , o . Ja o
¢s7 4d =5 =0 5 a5
du Gzt o du
2 . o . o8 ac
¢ 5748 5o =0 -+ 8 5 —
C 2L Ci CU
37’ L 3[ , n ,. E‘['

c o e = L -

o 7 34 w7 a

Supongamos que las curvas #; #’ secan ortogonales i sean A,
i, v los cosenos directores de la normal a la superficie S en el
punto considerado; las tres ecuaciones anteriores son equivalen-
tes a las siguientes

()

Busquemos ahora la curvatura jeodésica de una curva cual-
quiera de la superficie, en uno de sus puntos . Sea ¢ el &n-
gulo de la tanjente 477 a esta curva con la tanjente a la curva
#; se tendri

£=g cos ¢p+a' sen ¢

f'=—asen ¢+ cos @
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De aqut se deduce

d*x _ df  da d ’ a’é
J5t = s T g cos ¢+ —S—sen¢p + £ —

Luego, si p es ¢l radio de curvatura jecdésica de la curva en
el punto A, se tendrd, segun (1),

4

i I ll"ZJ ;’ s/ _‘{g cos é"}‘i_‘f _L_J sen qs-}.jﬁ

QO bien

RSN da | du + , da 1 du | d¢
AR AT
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funcion de » i «'; pero si las curvas = son lineas jeodésicas la
primera de las formulas (4) da

s

Il

Luego ¢ no depende de # i ¢ conserva rigorosamente el
mismo valor para todas las curvas xz comprendidas entre #',
w .

FEruacion diferencial de las Itneas jeodésicas en coordenadas
curvilineas

. . 1 .
En todos los puntos de una linea jeodésica, —- es igual a ce-
P

ro, luego se tiene, segun (3),

1 3¢ du 1 3 du add
s - T 3~ - T —— =0
¢ %u ds ¢ du ds s
O bien
1 2¢ 1 9
— - dw — — - dw+de=o0

;' ¢

Se tiene ademas

c'du’

tg. g= -~ —

21



CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL 381

Supongamos que ¢ 1 ¢ dependen solo de #/, se tendrd

A7 3
ol cC
. =0 — du' =dc

on Ju

I.as curvas z son entdnces lineas
ids

jeodésicas i la ecuacion di-
ferencial de las demas lineas jeodési

cas de la superficie se re-

duce a

la integracion es evidente i se obtiene
csen g=C

Este es el caso de las superficies de revolucion; en efecto to-
memos los meridianos como curvas # i los paralelos como cur-

vas %', se tendrd

c=f )
Luego ’
i

ox , Sx

—— =—u'sen u —— =cosu

Qu B

3 2

[+ cy

S +1' cos u ,‘}, =sen «

Qn ou

2 2

(4 ¢z ,

— =0 — =f'{u

du . Q! /()
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De aqui se deduce )

2=y

<

=14/ ()

Se ve que ¢ i ¢/ dependen solo de #; luego los meridianos son
lineas jeodésicas de la superficie 1 las demas lineas jeodésicas

averiguan la relacion

‘' sen ¢g=C*

Esta relacion se ha obtenido mas arriba.

Variacion de los nueve cosenos direcloves.
Formula de Lisuville.

Consideremos las férmulas (2); las dos primeras dan

q !
oc 4

[ da’ T} r 1
\ [ 78N ‘L“ B J_T T py
r ’ da [ ea/:] I dc " ¢
0 — i= —} g ———|l=— = +—
du du ¢ Pu

Representemos por ¢« H el valor de los dos miembros de la
tercera formula (2), tendremos tambien

da’ , OA ,
Ek faz,—]= -[a kaﬂv;] =cH
[ du ] i’ 9u ~CH

(6)
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Sean finalmente R, R los radios de curvatura de las seccio-
nes de la superficie por los planos normales tanjentes a las cur-
vas #, #' 1 do, do’ dos cambios de lugar dirijidos segun estas

curvas, tendremos

I, por consiguiente,

2T )k
/

{ oA _} [ da’ ] c
¢ o = - 4\ = -
] E" 3z ErY Vid

\

(e}

QJ

r las derivadas

Las férmulas (5), (6), (7), permiten calcul
z'. Busquemos,

parciales de ios nuevos cosenos respecto de z
or ejemplo, las derivadas de «, B, v, respecto de » tendremos
) 3 A Y

a
i

las formulas

TOMO CVI 27
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Luego

.
( Ja
on

@&

du

Las demas férmulas se deducen

/ ar \ 8(1 (!' /\\ \
— +AH = = — 45
‘ \\ Po / du/ < P * R /
a A \ 2a" / a
P ey ) — = = H
¢ ‘\_ P R / o’ ‘ \ Py +A 2

oA (| «a ,
W*Z—{«'(?"{‘ a H)

por una simple permuta-

cion. Se puede escribir tambien

dd
do

2N
do’

ds

a da o A
= —P; +AH 2 T %
a , A dd a
ST R dr T ol TAA
a’ dx a ,
= (1]1 —'—[c—r 70' = — ? -—GH
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La cantidad & que figura en estas férmulas es igunal a cero
cuando las curvas # 1 #' son lineas de curvatura; en el caso je-
neral, si £, R, son los radins de curvatura principales, se
tiene

(10) ‘R[’T—Hz: RR.
W,

De las ecuaciones (8) se pueden deducir algunas relaciones
entre las curvaturas jeodésicas de las curvas #, #' i la curvatura
de la superficie; escribamos, por ejemplo, que la derivada de

~% respecto de % es igual a la derivada de a respecto de
u S
»; obtendremos la relacion
2c ;
o ° +A IL])
o2 Py
3
f 1w a ol am
+c <7 +H — +d —_ > =
z Pw 3t Q' o due.

7
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De esta ecuacion i de las dos andlogas en 81 y se deduce,
despues de multiplicar por o', 8', v/,

P |

oc’ 1 P of - > i

L — ! £ Pu

o% P RE ot 5

O bien

/ I B O
e ) cr
o Hr e NP e NP
Pur du o RR 2

O todavia, segun (10),

A S fa
al—) 4 <_>
Vew ) o Nea )1 I

ds de’ ps, + 7)*2—:—‘ Rll?

Esta es la f6rmula de Lionville,
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ECUACIONES DIFERENCIALES I CALCULO DE LA
VARJACIONES

CAPITULC PRIMERO

CONSIDERACIONES JENERALES, — ECUACIONES DE PRIMER
ORDEN

Se llama ecuacion diferencial una relacion de la forma si-
guiente:

[ 2, D ¢ @ty
& f\\”’/’ de ' dx*’T dz® -‘/;_o

i se llama drden de la ecuacion diferencial el mayor indice de
derivacion que figura en la ecuacion.

Se trata de obtener la funcion o las funciones de x, y que sa-
tisfacen a la ecunacion diferencial propuesta.
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Sea, por ejemplo, la ecnacion diferencial

dy e
ar ¢ ()

Se obtiene inmediatamente

y:jg&(x} drx+C

La solucion contiene, como se ve, una constante arbitraria .
Sea todavia la ecuacion del segundo érden

ay
==

se obtendria, de 1a misma manera

i, en seguida,

y:zj‘ dr J¢ (x) de-+-Cx+ 7

s



CURSO DE CALCULC INFINITESIMAL 389

Ta solucion contiene ahora dos constantes (1 7 i, cuales-
quiera que sean los valores de estas constantes, el valor de y
satisface a la ecuacion diferencial.

Las dos ecuaciones diferenciales consideradas tienen, por
consiguiente, una infinidad de soluciones segun los valores que
se adoptan para las constantes.

Inversamente, se puede deducir, de una misma funcion, una
infinidad de ecnaciones diferenciales. Sea, por ejemplo, la fun-
cion

y=x
Se tiene evidentemente
T
»+ j;/ =xit2x
D=2 fy

Estas ecuaciones diferenciales no son equivalentes, ellas tie-
nen solo una solucion comun: y=x2%.

TEOREMA FUNDAMENTAL.
La solucion jeneral de una ecuacion diferencial de ovden n debe

conteney n constantes arbitrarias.

Consideremos, en efecto, la ecuacion diferencial (1) i recor-
demos que, en un punto dade de una curva plana, es equiva-
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lente conocer las p primeras derivadas de y respecto a x o bien
# puntos infinitamente proximos del primero. Sean entdnces,
en el plano, # puntos A, 4, ... A, cuyas abcisas consecutivas
difieren de una misma cantidad infinitamente pequefia dx
cuyas distancias consecutivas son infinitamente pequefias del
mismo dérden gue dz; todas las curvas que pasen por estos #
puntos tendrdn, en el primero de ellos, los mismos valores de g,
vc}’
dx
sente una solucion de la ecuacion diferencial (1) es necesario
que ella pase por otro punto siguiente 4,y, tal que el valor de

Ahora, para que la curva considerada repre-

a’n 1

£ Jeducido de los #+ puntos A, A,...

dx® :

1 acion Aifere inl

la ecuacion diferencial {1). o
Considerem 08 'hord los # puntos A,, A,... 4.4, lacurva

+
que pasa por estos z# puntos tiene, en el primero de ellos, cier-
d), dn*—x

tos valores determinados de y, ——, , para que ella
dx

drnmr
represente una solucion de la ecuacion (1), es necesario que
pase por otro punto siguiente 1 determinado 4

Al repetir indefinidamente el mismo raciocinio, se obtendrd
una curva cuya ecuacion satisface a la ecuacion diferencial (1).

n+2 -

Esta curva, como se ve, pasa por los z primeros puntos entera-
mente arbitrarios 4, 4,... 4, Luego ia solucion jeneral de
la ecuacion diferencial debe ser equivalente a la ecuacion de
una curva susceptible de pasar por z puntos arbitrarios. Esta
solucion debe, per consiguiente, contener # constantes arbitra-
rias.

Reciprocamente, @ wna ecuccion entre x,y i n constantzs arbi-
trarias, corresponde una sola ecuacion diferencial de Srden »n.

Sea, en efecto, la ecnacion

(2) F{x, VAN e 6y)=0

Derivamos 2 veces esta ecuacion, obtendremos 7+ 7 ecuacio-

dy vy

nes entre X, y, ——, ... T 1 las z constantes; se podrd por
) Lz
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consiguiente eliminar estas # constantes i se obtendrd una ecua-
cion diferencial de érden z. Si se pudieran obtener dos ecua-
ciones diferenciales distintas, sin constantes arbitrarias, se po-

ary
az"
cion diferencial de érden #— 7 equivalente a (2); esto no puede
ser, puesto que la solucion jeneral de una ecuacion diferencial
de érden 22— 7 contiene solo #— 7 constantes arbitrarias.

dria eliminar entre ellas la derivada i quedaria una ecua-

Esta reciproca permite averiguar, en algunocs casos, si cicrtas
constantes arbitrarias son distintas unas de otras; considere-
mos, por ejemplo, la espresion

(3) y=4Asen {x+a)+ B cos (x+8)

en la cual 4, a, B, 8 son constantes arbitrarias; se deduce de
clla

7 X

—Z%:A cos (x+a)— B sen (x+ 6)
Ly 1 se +a)— 2B cos (x-+3)
T A sen (z+¢ cos (x+ 3.

Luego

a’:
Ti:% _;_}r::()

Esta ecuacion diferencial satisface a (3) cualesquiera que sean
los valores de las cuatro constantes, pero ella es solo de segun-
do éxjden, luege las cuatro constantes deben equivaler solo a
dos constantes distintas. Efectivamente el valor de y puede es-
cribirse tambien s

y={A cos a — B sen B) sen z+ (A sen a+ B cos §) cos x
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O simplemente

y=2Msen 1+ /N cos x

Se ve que las cuatro constantes 4, a, B, 8 son equivalentes
a dos constantes distintas # 1 V.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN.—SU
INTERPRETACION JEOMETRICA

Sea

@ (= ij") —o

la ecnacion diferencial dada; Ia solucien jeneral tendrd la forma
(5) i (x,, C)=0

C es una constante arbitraria.

La ecuacion (5) representa una familia de curvas planas i la
ecuacion diferencial (4) espresa que, en cada punto del plano,
el coeficiente angular de la tanjente a la curva integral que pasa
por este punto tiene un valor determinado.

Ahora, las curvas representadas por la eccacion (5) tienen
una envolvente i, en cada punto de la envolvente, la tanjente
se confunde con la tanjente a la curva integral que pasa por el
punto considerado; luego la envolvente de las curvas (5) serd
una curva que satisfard tambien a la ecnacion diferencial (4),
La ecuacion de esta envolvente no contiene ninguna constante
arbitraria i se designa con el nombre de solucion singular.
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Observaremos que la ecuacion diferencial (4) puede reempla-
zarse por el sistema

F(zya)=o

ay
7

La primera ecvacion representa una familia de curvasila
segunda espresa que, en todos los puntos de una misma curva
@, el coeficiente angular de la tanjente a las curvas integrales
es igual a a.

Aplicacion a las ecuaciones de Clairant

Consideremos la ecuacion diferencial

©) e s *(@.)

Reemplacemos esta ecuacion por el sistema

, _, attgb
(7} }'-2— I~atg9+F(a)
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Se ve que las curvas a son rectas, y su coeficiente angular es

T 1—a tgh

Sea ¢ el Angulo que hace la tanjente a una curva integral
t=1 1
con la recta ¢, tendremos

Luego el dngulo ¢ es constante ¢ igual a § i la solucion je-
neral de la ecuacion diferencial (6) representa una familia de
curvas que cortan las rectas (7) bajo un dngulo constante 6.

Si §=0, la ecuacion (6) se reduce a la siguiente, llamada
ectiacton de Clairant.

i la ecuacion de las rectas (7) se reduce a
(8 y=ax+F (a)

Las curvas integrales deben cortar las rectas (8) bajo un dn-
gulo nulo, luego estas curvas integrales se confunden con las
rectas. En restimen la solucion jemeral de la ecuacion de Clai-
rant es la ecuacion (8) en la cual u es la constante arbitraria.
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Reciprocamente es ficil de demostrar que (8) es la solucion
jeneral de la ecuacion de Clairant. Se deduce en efecto de (8)

1 la eliminacion de @ entre esta Gltima ecuacion i (8) da pre-
cisamente la ecuacion de Clairant,

Una vez obtenida la solucion jeneral (8), la solucion singular
resultard de la eliminacion de a entre (8) i su derivada parcial
respecto de «, es decir

r+F (a)=o0

Se debe observar que se obtendrd una ecuacion de Clairant
cada vez que se definird una curva por medio de una propiedad
comun a todas sus tanjentes; en efecto cada tanjente debe ser
entdnces una solucion.

Buscaremos, por ejemp]o,' la curva tal que el producto de las
distancias de dos puntos fijos a una tanjente cualquiera sea cons-
taniz.

Elejimos los ¢jes de coordenadas de tal manera que OX pase
por los dos puntos fijos 1 gue el orijen O esté a igual distancia
de cada uno de ellos; sean enténces ci —c¢ las abcisas de los
puntos fijos, 2 el producto constante de las distancias de estos
puntos a una tanjente; la ecuacion diferencial de la curva bus-.
cada sera
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O bien
( —_ i}’_\az 2 2 2 ‘df" \l2
(e Gl +z,~>(dx/
Pongamos
LRI U
Tendremos

Ay o e e (2
j/:,l—dri’\/é +a (d:rl/

Es una ecuacion de Clairant. La solucion jeneral es, por con-
siguiente,

y=urnb% atat

i la solucion singular resultara de la eliminacion de ¢ entre esta
ultima ecuacion i su derivada respecto a ¢

Se obtiene, sin dificultad, como resultado de la eliminacion

2

z* yE

- L =1
a® * bH*

Luego la curva buscada es una elipse.
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EXAMEN DE LOS CASOS EN QUE LA INTEGRACION
£S POSIBLE '

El caso mas sencillo es el de las ecuaciones diferenciales. en
jos cuales las dos variables estan separadas. Sea, por ejemplo,
la ecuacion

J(x)dv+ ¢ (y)dy=0

La integracion es evidente 1 se obtiene

Jf(:c) dx -+ {gb(}/) dy+C=0

Se debe observar que la solucion jeneral contiene integrales
de funciones de una variable es decir cuadraturas. Sin embargo,
i apesar de que no se pueda en algunos casos obtener esplici-
tamente el valor de estas cuadraturas, se considera la ecuacion
diferencial como resuelta. En otros términos, en la resolucion
de las ecuaciones diferenciales, el signo_/ es un verdadero
signo aljebriico, andlogo, por ejemplo, al signo L de los lo-
garitmos.

Eeuaciones howmojéneas

Una ecuacion diferencial homnojénea puede escribirse bajo la
forma )

f{_%—)a’w+¢( =4 )dy:o

[

Hagamos
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Tendremos
dy=zxdz+zdx
Luego
F(2)dx+ ¢ (2) (xdz+2dr)=0
O bien

[f(z>+3¢’ (Z)] dr+x ¢ (s)dz=o0

O todavia

dz ¢ (2) dz

x Sz + égs {z) =

o]

Las dos variables z i ¢ estan separadas, luego se puede hacer
ia integracion.

Fig. 1 Busquemos, co-

mo aplicacion,

una curva plana

¥ 2al que los radios
A lumzinosos, parale-
Ve los a una direc-

dos por la curva,

T cion figa 1 refleja-
/
,
s

sean converjenies.
Sean (fig. 1)

T o
l N\ X - 4B la curva bus-
cada, O el punto
B de converjencia

de los radios re-
flejados i OX la direccion comun de los radios incidentes. Re-
ferimos los puntos de la curva al eje OX i a otro eje OV per-
pendicular sobre el primero.
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Sea NM un radio de luz, 4/ su interseccion con la curva
APB i MT la tanjente a la curva en este punto; para que el ra-
dio reflejado pase por el punto O es necesario que el tridngulo
MOT sea iséceles; zhora se tiene

OM=~z*F y*

OT:A‘——]—%

Luego la ecuacion diferencial de la curva buscada es

il dx
&/ x4+ y e =X }/Ty

O bien

i tendremos

i

(VW1¥2°—1) (xdetzde)+3dv=0

O bien
2 ar
..A_I_*}meﬁdg_*.Tz:
2«/1+z“Z

Tomo cvi 28
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Tendremos

Luego

O bien

S(2)dx+ ¢ (8) (xvds+2dr)=0

dy=xdz+zdx

[f(3)+z¢ (‘3)] dz+r¢ (2)de=o0

O todavia

Las des variables =z i s estan separadas, luego se puede hacer

Fig. 1

ia integracion.

Busquemos, co-

‘mo aplicacion,

una curva plana
tal que los radios
luminosos, parale-
los a una dirsc-
cion fija 1 refleja-
dos por la curva,
sean converjeniss.

Sean (fig. 1)
A B lacurvabus-
cada, O el punto
de converjencia
de los radios re-

flejados i OX la direccion comun de los radios incidentes. Re-
ferimos los puntos de la curva al eje OX 1 a otro eje OY per-

pendicular sobre el primero.
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Sea /NVM un radio de luz, 4/ su interseccinn con la curva
ABi1MT la tanjente a la curva en este punto; para que el ra-
dio reflejado pase por el punto O es necesario que el tridngulo
MOT sea iséceles; ahora se tiene

OM =22 ¥ 7%

Luego la ecuacion diferencial de la curva buscada es
5 dx

N/.‘t"" +:V2 = e Y

O bien

i tendremos

(Vixs3—1) (rdetzde)+ade=0

O bien

TOMO CVI 28
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Hagamos tcdavia

Ny

Tendremos

Luego

L+ + Lx=LC
O bien

{(1+w)zx=C

Reemplacemos todavia # por su valor, tendremos

PRV —Uf:(:

Es una familia de pardbolas cuyo foco comunes el punto O i
cuyo eje es OX.

FEcuaciones diferenciales lineales

La forma jeneral de estas ecuaciones es

dy B

P, 0, R son funciones cualesquiera de x. Hai varios métodos
para integrar esta ecuacion; adoptaremos aqui el de la varia-
cion de las constantes arbitvarias.
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Consideremos, en primer lugar, la ecuacion

ay

Pd;r

+0y=0

La separacion de las variables es facil i se obtiene

Luego

O bien

o .
(10 ﬁ—/“ ax
\ ) }/“—“Ce Ve

Supongamos ahora que C, en vez de ser una constante, sea
una funcion de z i busquemos cudl debe ser esta funcion para
que el valor (10) de p satisfaga a la ecuacion propuesta (9).
Deduciremos de (10)
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o e dy .
Sustituimos este valor de '*L?i’:—“i el valor (i0) de y en la
ecuacion (g), obtendremos ’

e

Q
— ] 5 dx
dge//) +K=0
dx

Luego

A. OBRECHT

{ Continuard)




